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Da un mazzo di 40 carte ne vengono estratte tre tutte insieme.
a) Qual è la probabilità che le tre carte siano tutte dello stesso seme?
b) Supponendo che sia sia verificato l'evento descritto in (a), senza reinserire le tre carte già 
estratte se ne estraggono altre tre.  Qual 'è la probabilità che anche queste siano dello stesso seme 
(non necesssariamente lo stesso delle tre precedenti)?
Soluzione
a) Non importa quale sia il seme della prima carta estratta; la probabilità che la seconda e la terza 
carta siano dello stesso seme della prima è
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b) Bisogna distinguere due casi, secondo che la prima carta estratta del secondo gruppo sia dello 
stesso seme delle prime tre oppure di seme diverso.  Ciò avviene rispettivamente con probabilità 737  
e 3037 .  Nel primo caso la probabilità che le successive due carte siano dello stesso seme della prima 
è 636 * 535 ; nel secondo caso è 936 * 835 .  Perciò la probabilità che anche il secondo gruppo di tre carte 
sia formato di carte dello stesso seme è
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Altrimenti con ragionamento combinatorio:
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Topolino e Minni hanno complessivamente 3 monete da 1$ e giocano con un dado: se esce 1 
oppure 2, Topolino riceve una moneta da Minni, altrimenti è Minni a ricevere una moneta.  Se però 
uno dei due giocatori rimane senza monete, l'altro gli regala una moneta qualunque sia l'uscita del 
dado.
a) Scrivere la matrice di transizione P della catena di Markov che descrive il numero di monete 
possedute da Topolino, classificare gli stati (transitori, ricorrenti, assorbenti).
b) Dimostrare che P è irriducibile, calcolare la distribuzione invariante e mostrare che essa è anche 
reversibile.
c)  Dimostrare che P non è regolare.
Soluzione
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Si vede facilmente che ogni stato comunica con ogni altro, quindi tutti gli stati sono ricorrenti e la 
matrice è irriducibile.
b) P è irriducibile, come detto sopra; quindi c'è una sola distribuzione invariante, calcolata qui sotto:
�����[{{π�� π�� π�� π�}�� == {π�� π�� π�� π�}� π� + π� + π� + π� ⩵ �}� {π�� π�� π�� π�}]π� → �� � π� → �� � π� → ��� � π� → ��� 
{π0,π1,π2,π3} è anche reversibile perché soddisfa le relazioni πi ·pi,j =πj ·pj,i per i, j ∈ {0, 1, 2, 3}; la 
prova consiste in un calcolo diretto.
c) Ogni transizione cambia la parità dello stato: da uno stato pari si passa a uno dispari e viceversa.  
Quindi le potenze pari di P hanno termini nulli nelle posizioni corrispondenti a transizioni in cui si 
cambierebbe parità dello stato; le potenze dispari li hanno nelle posizioni in cui la parità si con-
serverebbe; quindi nessuna potenza di P ha tutti i termini diversi da zero, e perciò P non è regolare
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Alfredo e Violetta, di 30 e 20 anni rispettivamente, stipulano un’assicurazione che al termine del-
l’anno in cui morirà uno dei due pagherà 100.000€ al superstite, o ai suoi eredi se anch’egli dovesse 
morire entro l’anno.
a) Calcolare, in funzione dei valori ℓx, dx, ℓ 'x, d 'x (per maschi e femmine rispettivamente), la probabil-
ità px che nell’anno compreso tra x - 1 e x anni da oggi accada l’evento che implica il pagamento 
dell’importo assicurato, vale a dire che in quell’anno abbia luogo il decesso di almeno uno dei due, 
giunti entrambi in vita allo scadere dell’anno x - 1.
È sufficiente scrivere una formula, senza istanziare i valori numerici.
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b) Calcolare l’importo del premio puro da pagare oggi per acquisire questo diritto, in funzione del 
coefficiente di sconto v = 11+i , con i tasso annuo di mercato, e dei px calcolati in (a).
Soluzione
a) Siano A, B gli eventi
A: Alfredo e Violetta sono in vita tra x - 1 anni
B: Almeno uno dei due non è più in vita tra x anni
Ci interessa px = P(AB).  Questa è:
 px = P(AB) = P(A)*P(B A);
Ora, P(A) = ℓ30+x-1ℓ30 * ℓ'20+x-1ℓ'20 = ℓ29+xℓ30 * ℓ'19+xℓ'20 ; poi, indicato con B l’evento contrario di B, abbiamo
 P(B A) = 1 - PB A = 1 - ℓ30+xℓ29+x * ℓ'20+xℓ'19+x ;
e quindi
 px = 1 - PB A = ℓ29+xℓ30 * ℓ'19+xℓ'20 *1 - ℓ30+xℓ29+x * ℓ'20+xℓ'19+x  == ℓ29+xℓ30 * ℓ'19+xℓ'20 - ℓ30+xℓ30 * ℓ'20+x20 .
Osservazione.  L’ultima espressione data sopra per px mostra questa probabilità come differenza 
P(A) - P(B); questo è un altro modo di ragionare per calcolare px, osservando che AB equivale 
ad (A e non(B)), e che B ⊂A.
b) Al termine dell’anno x contato da oggi, la Compagnia pagherà un importo aleatorio: questo ha 
valore 100.000 se uno dei due assicurati sarà deceduto tra l’anno x - 1 e l’anno x, e l’altro gli sia 
sopravvissuto; ha valore 0 altrimenti.  Detta px la probabilità dell’evento che implica il pagamento, la 
speranza matematica del valore attuale del pagamento dovuto al termine dell’anno x è 
100 000 px *vx;  il premio dovuto ammonta quindi a
100 000*∑x=1ω-30px *vx.
(la somma ha termine quando x =ω - 30 perché in quel momento si considera certo che almeno 
Alfredo non sia più in vita, cosicché l’impegno della Compagnia sarà certamente stato assolto)
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Danny gioca ogni sera alla roulette a Las Vegas; ogni volta entra in sala con 100$ e a fine serata 
conta il denaro che si ritrova in mano.  Dopo 101 giorni osserva che: per 60 volte è uscito con 0$; 
per 21 volte con 30$; per 15 volte con 40$; per 4 volte con 200$; una volta con 1000$. 
a) determinare un intervallo di confidenza al livello 95% inferiormente illimitato per l’importo medio μ 
con cui Danny esce dal casinò ogni sera (in realtà l’intervallo apparirà come [0,a] perché la regola 
che Danny applica a sé gl’impedisce di perdere più dei 100$ che ha quando entra in sala).
b) Determinare un intervallo di confidenza del tipo ] 0, b] per la varianza σ2 della medesima vari-
abile.  
Soluzione
a) Intervallo di confidenza per μ.
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b) Intervallo di confidenza per σ2.
L’intervallo è 0, (n-1)S2χ0.952 (n-1)  con n=101 e S2 calcolato in (a); il quantile χ0.952 (100) vale
χ����� (���)=
�������
Il quantile χ0.952 (100) è bene approssimato da 12 ϕ[0.95] + 2*100 - 1 2 che infatti vale
�������
L’estremo superiore (n-1)S2χ0.952 (n-1)  dell’intervallo di confidenza al 95% per σ2 vale
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e un maggiorante (con probabilità 0.95) per lo scarto quadratico medio σ è la radice quadrata del 
valore su indicato, cioè
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Un fuciliere viene ammesso in un corpo d’élite di tiratori scelti se in un test in cui è chiamato a 
sparare un determinato numero n di volte a un bersaglio di prova, dà un risultato che permette di 
respingere al livello 5% con test unilaterale, l’ipotesi che la probabilità di fallire un singolo tiro sia 
superiore a 0.03.
a) Descrivere in funzione di n l’intervallo di rifiuto dell’ipotesi, relativo alla statistica-test “numero di 
errori in n prove”
b) William si è sottoposto al test, realizzando una percentuale di errori del 1.8%, ma non è stato 
ammesso.  Dedurre informazioni sul numero n di colpi sparati da William per il test.
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Soluzione
a) Sia X la variabile: X = numero di errori in n tiri; detta p la probabilità di errore in un singolo tiro, X 
ha distribuzione binomiale B(n, p).
Se N è abbastanza grande, la legge di X è approssimativamente N(n p, n p (1 -p)), vale a dire che, 
per valori interi di k non troppo lontani da n p,
P(X ≤ k) ≈PN(n p, n p (1 -p)) < k + 12  = P N(0, 1) < k+ 12-n pn p (1 -p) =Φ k+ 12-n pn p (1 -p)  
Se p ≥ 0.03 (ipotesi da sottoporre a verifica), allora
P(X ≤ k) ≤Φ k+ 12-0.03 n
n·0.03·0.97  
e Φ k+ 12-0.03 n
n·0.03·0.97  vale 0,05 (livello del test) se 
k+ 1
2
-0.03 n
n·0.03·0.97 = -ϕ0.95 = -1.64485
L’ipotesi viene respinta se k è tale che k+ 12-0.03 n
n·0.03·0.97 < -ϕ0.95 cioè 
k < 0.03 n - 12 -ϕ0.95 n ·0.03 ·0.97 ≈ 0.03 n - 12 - 0.281 n
Perciò la regione di rigetto dell’ipotesi, relativamente alla statistica-test X è
D = 0, 0.03 n - 12 - 0.281 n 
b) Il numero di errori commessi da William in n tiri è 0.018 n.  Siccome l’ipotesi p > 0.03 non è stata 
rifiutata, significa che 0.018 n ≥ 0.03 n - 12 - 0.281 n , cioè
0.012 n - 0.281 n - 12 ≤ 0  ovvero  12 n - 281 n - 500 ≤ 0
�������� � - ��� � - ��� ⩵ �� �{{� → �������}}
e quindi il numero n di tiri previsti dal test è inferiore a 628.
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Una macchinetta “mangiasoldi” di una sala giochi elargisce per ogni giocata, del costo di 2€, un 
premio di 1€ oppure 2€ oppure 3€ oppure 4€, con probabilità dichiarate “inversamente proporzionali 
all’importo dei premi”.
a) Calcolare il valore delle probabilità dichiarate per ciascuna delle possibili vincite e la speranza 
matematica della vincita lorda, e stabilire se il gioco è equo.
b) Risolvendo (a) si sarà ottenuto che probabilità dichiarate sono: 0.48, 0.24, 0.16, 0.12.  Un cliente 
della sala gioca per 300 volte, con i seguenti esiti
 ������� ������� � � � ���� ������ ����� ��� �� �� �� 
Stabilire al livello 5%, e poi al livello 1%, se può ritenere che le probabilità dichiarate nella macchina 
siano veritiere, o se il risultato sperimentale conduce al rifiuto di questa ipotesi.
Soluzione
a) Le probabilità “teoriche” sono quattro numeri proporzionali a 1, 12 , 13 , 14  aventi per somma 1.
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e quindi le probabilità di vincere 1, 2, 3, 4€ valgono rispettivamente{��� ��� ��� ��} = {����� ����� ����� ����}�
la speranza matematica della vincita lorda è{��� ��� ��� ��}�{�� �� �� �}
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quindi, siccome ogni giocata costa 2€, il gioco è leggermente sfavorevole.
b) Le stime sperimentali di p1, p2, p3, p4 sono
{�����������}=
 ���� � ����� � �� � ����� ={��������� ����� ��������� ���������}
La statistica-test è
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Se l’ipotesi è vera, T ha approssimativamente distribuzione χ2(3); gli intervalli di rifiuto dell’ipotesi ai 
livelli 5% e 1% sono rispettivamente  χ0.952 (3), +∞ e  χ0.992 (3), +∞, cioè ] 7.8147, +∞] e ] 11.3449, +∞].  Il valore osservato di T appartiene a entrambi gli intervalli, quindi l’ipotesi viene 
rifiutata al livello 5% e anche al livello 1%.
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